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Résumé.- Soit Mo.2m+i l'algèbre de ClifFord de M 2m+1 muni d'une 

2m+l q 

forme quadratique de signature négative, D = y e, — — , A le Laplacien 

^ à Xi 

ordinaire. Les fonctions holomorphes Cliffordiennes / sont les fonctions satis- 
faisant à DA m f = 0. Nous étudions les solutions polynomiales et singulières, 
les représentations intégrales et leurs conséquences et enfin le fondement de 
la théorie des fonctions elliptiques Cliffordiennes. 



Cliffordian holomorphic functions 

Abstract.- Let Kn,2m+i °e the Clifford algebra of M 2m+1 with 

2m+l q 

a quadratic form of négative signature, D = — — , A the ordi- 

!=0 ' 

nary Laplacian. The holomorphic Cliffordian functions are solutions of 
DA m f = 0. We study the polynomial and singular solutions, représentation 
intégral formulas and the foundation of the Cliffordian elliptic function 
theory. 



1. Introduction. - La théorie des fonctions d'une variable complexe 
(dimension réelle 2) a été développée en dimensions supérieures dans deux 
directions : les fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes 
(utilisation du corps C, dimension réelle 2n) et la théorie des fonctions 
monogènes (équation de Dirac, utilisation des algèbres de Clifford, dimen- 
sion réelle n). Aucune de ces deux théories n'est satisfaisante si l'on veut 
avoir certaines parties très fécondes de la première théorie : fonctions el- 
liptiques, fonction thêta, etc ... De façon analogue la théorie des fonctions 
de "plusieurs variables Cliffordiennes" présente certaines difficultés dues 
au manque de solutions des opérateurs (voir [2], [3], [4]). 

Ceci nous conduit de façon naturelle à la théorie présentée. 



2. Notations et définitions. - Soit Mo,2m+i l'algèbre de Clifford 
de l'espace vectoriel V de dimension réelle 2m+l muni d'une forme quadra- 
tique de signature négative. Soit S l'ensemble des scalaires de Ro,2m+i) 
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S peut être identifié avec M. Soit {e^} i = 1, . . . , 2m + 1 une base or- 
thonormale de V et posons eo = 1. Définissons l'opérateur (dit de Cauchy, 
Fueter, Dirac, voir [1]) 

2m+l q 

Définition 2.1. Soit fi un ouvert de S ® V . Une fonction 
f : fi — > Mo,2m+i sera dite holomorphe Cliffordienne à gauche quand 

DA m f = 0. 

A m étant ie laplacien ordinaire itéré m fois. 

REMARQUE 1 - On pourrait ne considérer que les fonctions / : fi — > 
S © F satisfaisant à l'équation ci-dessus. Ces fonctions peuvent engendrer 
les précédentes par combinaisons linéaires à droite. 

2m+l 

Remarque 2 - Soit x = ^ a^e^, Xj G M alors / est holomorphe 

i=0 

Cliffordienne si et seulement si A m f(x) = et A m+1 (x/(x)) = 0. 



3. Solutions élémentaires - Posons : 

2m+l 

a = (cco, . . • , d2m+i) avec a; G N et |a|= aj. 

Considérons l'ensemble formé des éléments «o fois eo, ot\ fois e\, . . . , «2m+i 
fois e2 m +i ; cet ensemble sera noté {e u }. Posons : 

H-i 

Pa(x) = 177F II (M")*) e -(H) 
la somme étant étendue sur tous les éléments a du groupe des permutations 

Théorème 3.1. - P a {x) est un polynôme de degré \ol\ —1 en x, 
holomorphe Cliffordien et tout polynôme holomorphe Cliffordien est com- 
binaison linéaire (à coefficients à droite) de tels polynômes. 
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Soit (3 un multiindice du même type que a. Posons : 

Sp{x) = — w j2 n i x ~ ie °{v)) x ~ x - 



Théorème 3.2. - Sp{x) est une fonction holomorphe Cliffordienne 
définie sur (S®V)\{0}. 

Démonstration - Les démonstrations de ces deux théorèmes 
se font soit par un calcul direct, soit par l'établissement du lien 
entre la structure algébrique et la dérivation. 



Théorème 3.3 (fraction rationnelle) Soit P un entier, {a p }, 
p = 1, . . . , P, {b q }, q = 1, . . . , P + 1 avec a p et b q éléments de S ®V . 
Alors il existe une fraction rationnelle, holomorphe Cliffordienne hors de 
ses singularités ayant les {a p } parmi ses zéros et les {b q } parmi ses pôles. 



4. Représentation intégrale et formule de Taylor 

Posons N(x) = (-l) m o9 i i x~ l . 

v > v > 2 2m+1 m! 7r 7n+1 



Théorème 4.1. - Soit f : Q — > ]R ,2m+i une fonction holomorphe 
Cliffordienne et F un ouvert borné à bord régulier, T C O. Alors : 

f(x)= [ A m N(y-x)f(y)da(y) 

JdT 

-£ / — A m_fe A/"(ï/ - x)DA k ~ 1 f(y)da(y) 
k=i JdT dU 

+ J2 / A™- k N(y-x) — DA k - 1 f(y)da(y). 



Démonstration - La démonstration se fait par les méthodes 
classiques de théorie du potentiel et on en déduit le théorème 
suivant : 
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Théorème (formule de Taylor) - Soit f une fonction holomorphe 
Cliffordienne au voisinage d'un pointa G S(BV. Alors la série suivante est 
uniformément convergente dans un voisinage de a et on a l'égalité suivante 
dans ce voisinage 

f( x ) = ^2 Pa ^ x ~ a ) c ° 

a 

la sommation étant faite pour tous les multiindices a et c a G Ro,2m+i- 



5. DÉVELOPPEMENT DE LAURENT - 

Théorème 5.1. - Soit B une boule de centre a et de rayon R dans 
S®V et / une fonction holomorphe Cliffordienne dans B\{a}. Alors pour 
tout x G B \ {a} on a : 

f( x ) = ^2 - P «( x ) c ° + ^2 Sp(x)dp 

a (3 

où a et (3 sont de multiindices définis dans le paragraphe 3. 

Démonstration - La démonstration de ce théorème est une 
application directe du théorème de représentation intégrale. 



6. Fonctions elliptiques Cliffordiennes 

Définition. - On appelle fonction elliptique Cliffordienne une fonction 
holomorphe Cliffordienne 2m + 2 périodique définie sur (S © V) \ E où E 
est un ensemble de points tel que E n K soit ûni pour tout compact K. 

Les théorèmes de la théorie classique des fonctions elliptiques se généralisent 
quand ceux-ci ne font intervenir implicitement ou explicitement que la 
structure vectorielle de l'ensemble de ces fonctions. 

Construisons l'analogue de la fonction ( de Weierstrass : soient ujq, . . . , u>2 m +i, 
2m + 2 éléments de S © V, IR-linéairement indépendants. Posons : 

2m+l 

Q K = 2 k 3^3 avec K=(k ,..., k 2 m+i) G Z 2m+2 . 



Théorème 6.1. - La fonction 

2m+l 

K^O p=0 
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est bien définie par une série uniformément convergente sur tout compact 
ne contenant pas les singularités, est holomorphe Cliffordienne hors de ses 
singularités. Ses dérivées d'ordre supérieur ou égal à 2m + 1 sont des 
fonctions elliptiques Cliffordiennes. 

Comme dans le cas classique, cette fonction peut être mise comme 
fondement de la théorie des fonctions elliptiques Cliffordiennes (voir [5]). 
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